Power Domain Constructions

(Potenzbereich-Konstruktionen)

Dissertation zur Erlangung des Grades des Doktors der Naturwissenschaften der Technischen Fakultät der Universität des Saarlandes

von

Reinhold Heckmann

Saarbrücken

1990

Contents

Einleitung 1 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Die algebraische Theorie der Potenzbereich-Konstruktionen . . . . . . . . . . . . . 2 Spezielle Potenzkonstruktionen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10 Bereichsklassen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 Schlußbemerkungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11 Introduction 13 Motivation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13 The algebraic theory of power domain constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . 14 Special power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 Domain classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22 Final remarks . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

I Foundations 25

1 Basic notations 29 1.1 Some notations from set theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 1.2 Closure operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29 2 Partially ordered sets 32 2.1 Definition and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32 2.2 Upper and lower sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34 2.3 Convexity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.4 Upper bounds . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37 2.5 Monotonic functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.6 Minimal elements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41 2.7 Finitary sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

ii

3 Directed sets and domains 44 3.1 Directed sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44 3.2 Directed lubs and directed completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46 3.3 Continuous functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47 3.4 The function domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49 3.5 Directed closed sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51 3.6 Scott closed sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 3.7 Open sets and continuous functions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55 3.8 Removing minimal points of open sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56 3.9 Rudin’s Lemma and its consequences . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

4 Set-theoretic topology 58 4.1 Closed and open sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58 4.2 Topological closure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59 4.3 The specialization pre-order . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 4.4 The structure of (T0)-spaces . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 4.5 Continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63 4.6 Compact sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65 4.7 Strongly compact sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67 4.8 The product domain in topological view . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68 4.9 The product of strongly compact sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

5 Completeness properties 72 5.1 Some trivial classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 5.2 Bounded completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73 5.3 Complete domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75 5.4 Finitary completeness or property M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77 5.5 The classes SC and KC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 6 Algebraic and continuous domains 81 6.1 Isolated points . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81 6.2 Algebraic domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 6.3 Examples for algebraic domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84 6.4 Algebraicity and completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 6.5 Continuous extension and ideal completion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87 6.6 The way-below relation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88 6.7 Continuous domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 6.8 Further properties and examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

7 Functions and domain classes 93 7.1 Finite algebraicity and finite continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93 7.2 Relations to completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 7.3 Cartesian closedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95 7.4 Functors . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96 7.5 Retracts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97 8 Large domain classes 100 8.1 Locality classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101 8.2 Examples for multi-algebraic domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102 8.3 The main properties of multi-continuous domains . . . . . . . . . . . . . . . . 104 8.4 Multi-continuity and product . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105 8.5 Sobriety in terms of irreducible closed sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106 8.6 Filters of open sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107 8.7 Filters and sobriety . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109 8.8 Sober domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110 8.9 The Rudin classes S-RD and K-RD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111 8.10 Combinations of completeness and Rudin classes . . . . . . . . . . . . . . . . 112 8.11 A non-sober domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114 8.12 The domain hierarchy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

II General power constructions 119

9 Specification of power constructions 122 9.1 Constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122 9.2 Empty set and finite union . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 9.3 Monoid domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 9.4 Singleton sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 9.5 Function extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 124 9.6 Examples . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126 9.7 Summary . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 10 Derived operations in a power construction 128 10.1 Mapping of functions over sets . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128 10.2 Big union . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 10.3 Double extension . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129 10.4 The logic of power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131

10.5 Existential quantification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131 10.6 Other set predicates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 10.7 Multiplication by a logical value . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133 10.8 Conjunction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 10.9 Filtering a set through a predicate . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135 10.10 Multiplication by a logical value from the right . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

11 The characteristic semiring 138 11.1 Semirings and modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139 11.2 Examples for characteristic semirings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140 11.3 Power constructions with semirings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 11.4 Finite linear combinations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142 11.5 Real power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 11.6 Symmetry and commutativity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144 11.7 Unique extensions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 11.8 The four kinds of power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145 11.9 Faithful power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146 11.10 Ground domains as sub-domains of power domains . . . . . . . . . . . . . . 147 11.11 Modules over rings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 11.12 Additive semirings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 12 Power homomorphisms 150 12.1 Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150 12.2 Power isomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151 12.3 Some properties of power homomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152 12.4 Linear power homomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153 12.5 Initial and final constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

13 R-X-Modules 155 13.1 Definition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155 13.2 The core of an R-X-module . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156 13.3 Reduced R-X-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157 13.4 Free R-X-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158 13.5 Existence of free modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159 13.6 Free modules in the algebraic case . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

14 Sub-constructions, reduced and initial constructions 164 14.1 Sub-constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164 14.2 The core of a power construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 165 14.3 Reduced power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166 14.4 Reduced constructions and retracts . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168 14.5 Initial constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169 14.6 Existential restriction of power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

15 Final power constructions 173 15.1 The main theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 15.2 Proof step 1: Right linearity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174 15.3 Proof step 2: The power axioms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 15.4 Proof step 3: The characteristic semiring . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175 15.5 Proof step 4: Finality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 176 15.6 Derived operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 178 15.7 Further properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 179 15.8 Unique extensions in final power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . 180 15.9 The core of the final construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 181

16 Products of power constructions 182 16.1 Products of algebraic structures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 182 16.2 The product power construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 16.3 Product and finality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 185 16.4 Factorization of modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 16.5 Product, core, and initiality . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 16.6 Factorization of power constructions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 189 16.7 Factorization of linear power homomorphisms . . . . . . . . . . . . . . . . . 191

III Special power constructions 193

17 Small semirings and their modules 197 17.1 The considered semirings . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197 17.2 L-, U-, and C-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 17.3 The logical order of CI monoids . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 200 17.4 D-, B-, and B-modules . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 17.5 The U-module contained in a B-module . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 17.6 General properties of power constructions for the small semirings . . . . . . 206 17.7 The two parts of a power domain for L, U, or C . . . . . . . . . . . . . . . . 207

18 Lower power constructions 210 18.1 The final lower construction in terms of predicates . . . . . . . . . . . . . . . 210 18.2 The lower power construction in terms of grills . . . . . . . . . . . . . . . . . 211 18.3 The lower power construction in terms of closed sets . . . . . . . . . . . . . . 213 18.4 Derived operations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214 18.5 Initiality of L . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 18.6 Domain-theoretic properties . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

19 Upper power constructions 217 19.1 The upper construction U_f in terms of open filters . . . . . . . . . . . . . . . 217 19.2 The upper construction U_K in terms of compact upper sets . . . . . . . . . . 219 19.3 Domain-theoretic properties of U_f and U_K . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 19.4 The initial upper power construction U_i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

20 More about L- and U-constructions 226 20.1 The U-construction U_s in terms of strong filters . . . . . . . . . . . . . . . . 226 20.2 The topological U-constructions U_K and U_S . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 20.3 Open sets and additive functions in U_S . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 230 20.4 U_S and domain classes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 20.5 L and U_S may be exchanged . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232 20.6 L and U_i may be exchanged . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 235

21 Subconstructions of the final D-construction 239 21.1 D-predicates . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 239 21.2 D in topological terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240 21.3 S — the existential restriction of D to B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 241 21.4 S in topological terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242 21.5 Simplification of the sandwich condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 21.6 S for algebraic ground domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 21.7 S — the existential restriction to B . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 246 21.8 T and some intersections . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 247

22 The conditions M and M 249 22.1 Are sandwich power domains reduced? . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 22.2 Lower and upper implication for D-predicates . . . . . . . . . . . . . . . . . 251 22.3 The conditions M and M . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 22.4 M — the mixed power domain construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253 22.5 M in topological terms . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

22.6 Simplification of the mix condition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 22.7 M — the dual mixed power domain construction . . . . . . . . . . . . . . . 255 22.8 Other sub-constructions of D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 256 22.9 The M-C-Theorem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 257 22.10 The case of an algebraic ground domain . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 258

23 Properties of B- and C-constructions 261 23.1 Notes on bounded completeness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 23.2 Notes on initiality and reducedness . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 263 23.3 The final B-construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264 23.4 The final C-construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 23.5 C-constructions on discrete ground domains . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266 23.6 The core of the final C-construction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 268

24 Sandwich theory 270 24.1 Axioms and theorems of the sandwich theory . . . . . . . . . . . . . . . . . . 270 24.2 Sandwich power domains as free sandwich algebras . . . . . . . . . . . . . . 272